
第 14卷　第 5期

2009年 10月
　

哈 尔 滨 理 工 大 学 学 报
JOURNAL OF HARB IN UN IVERSITY OF SC IENCE AND TECHNOLOGY

　
Vol114 No15

　 Oct. 2009

　　　　　　

控制饱和离散时滞线性系统的渐近稳定性

王莹莹 ,　许立滨 ,　陈东彦
(哈尔滨理工大学 应用科学学院 ,黑龙江 哈尔滨 150080)

摘　要 :研究了饱和控制多输入离散时滞线性系统的稳定性问题. 在满足一定的假设条件下 ,

针对执行器出现饱和控制的情况 ,通过定义多输入饱和度函数 ,基于 Lyapunov方法给出系统全局

渐近稳定的充分性判据 ,并在系统不满足所给判据时给出其不变吸引域的描述. 最后 ,设计一个算

法来实现所得结果 ,并通过数值算例验证算法的可行性与有效性.
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Abstract: In this paper, the stability of multi2input discrete2time delay linear system s with control saturation is

investigated. Under some assump tions, in view of the case that actuator with control saturation, a sufficient criterion

based on the Lyapunov method of the global asymp totic stability of the system s is given by defining the multi - input

saturation function, and the descrip tion of invariant attraction region is p roposed when the p resented criterion is un2
satisfied. Finally, an algorithm is designed to demonstrate the p resented results, and a numerical examp le illus2
trates the feasibility and efficiency of the algorithm.
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0　引　言

饱和控制系统是十分常见的系统 ,对此类问题

的研究可追溯到 20世纪 60年代 [ 1 ]
. 上个世纪 90

年代以后对受限控制系统的研究热情重又燃起 ,如

1993年 Saberi和 L in用线性反馈律来半全局指数镇

定饱和系统 [ 2 ]
, 1996年他们又从半全局的角度研究

了饱和系统的稳定性问题 [ 3 ] , 1999年 Choi设计了

线性周期变结构控制器来镇定指数不稳定系统 [ 4 ]

等. 一般地 ,线性状态反馈可使一个完全能控的线

性系统达到全局渐近稳定 ,但饱和介入后 ,系统或仍

为全局渐近稳定 ,或降为区域渐近稳定. 对此 ,文

[ 5 ]针对线性系统基于饱和度函数给出了系统稳定

性的相关结果. 文 [ 6 ]讨论了时滞及无时滞连续线

性系统的渐近稳定性问题. 文 [ 7 ]给出了单输入时



滞离散线性饱和系统的稳定性判据. 本文则针对多

输入时滞离散线性系统的饱和控制稳定性问题进行

讨论.

1　主要结果

111　问题叙述

考虑如下多输入离散时滞系统

x ( k + 1) =A x ( k) +A1 x ( k - h) +B sat ( u ( k) )

x (τ) = xτ, - h≤τ≤0

(1)

其中 , h是时滞 , x ( k ) ∈Rn是状态向量 , u ( k ) ∈Rm

是控制向量 , A, A1∈Rn×n
, B∈Rn×m皆为已知常值矩

阵 ,且记 B = ( b1 , b2 , ⋯, bm ) .记 F = ( f
T
1 , f

T
2 , ⋯,

f
T
m ) T

,由饱和函数 [ 2 ]的定义有 ,

sat ( F x) = ( sat ( f1 x) , ⋯, sat( fm x) ) T

且

sat( fi x) = sgn ( fi x) m in{ fi x , 1} , i = 1, 2, ⋯, m

记 L i = { x: - 1≤ fi x≤1 } ,则 L i 为 sat ( fi x )的线

性域.

条件 T1 :设计无记忆饱和控制律 sat ( u ( k ) ) =

sat ( F x ( k ) ) ,其中 , F∈Rm ×n为待设计的反馈增益

阵 ,且 F≠0,同时使得 A +B F是渐近稳定的.

在条件 T1下 ,对给定的对称正定阵 P1 ,必存在

对称正定 P使式成立.

(A +B F ) T
P (A +B F ) - P = - I - 2P1 (2)

112　状态反馈控制离散时滞线性系统的稳定性

引入饱和度函数

μi ( x) =
1 -

1
fi x

, fi x > 1

0, x∈L i

i = 1, 2, ⋯, m

则μi ( x)∈[ 0, 1) ,且 sat ( fi x) = (1 -μi ( x) ) fi x.

于是系统 (1)可写成

x ( k + 1) = (A +∑
m

i =1

(1 -μi ( x ( k) ) ) bi fi ) ×

x ( k) + A1 x ( k - h) (3)

记

μi =

0, (γi fi P
- 1

f
T
i )

1
2 ≤1

1 -
1

(γi fi P
- 1

f
T
i )

1
2

, (γi fi P
- 1

f
T
i )

1
2 > 1

(4)

其中 , ri为任意正数 , P满足式 (2) ,Ω ( P,γ) : = { x∈

Rn
: x

T
Px <γ}.

为了确定μi ,不妨取

μi = sup{μi ( x)∈[ 0, 1) : I +μi ( x)M i > 0,

I +μi ( x) Hi > 0} (5)

其中 ,

M i =
0 P

1
2 bi fi

( bi fi ) T
P

1
2 E i

,

E i = (A +B F ) T
Pbi fi + ( bi fi ) T

P (A +B F ) ,

(6)

H i =
0 A

T
1 Pbi fi

( bi fi ) T
PA1 G i

,

G i = (A +B F ) T
PA1 A

T
1 Pbi fi +

( bi fi ) T
PA1 A

T
1 P (A +B F ) (7)

由式 (5)可解得μi.相反 ,若μi∈ [ 0, 1 )是已知的 ,

那么可求得相应的 ri.

定义　对于每个 j∈N ,选取一个正数μj与之对

应 ,称数组 {μj , j∈Ν }是允许的 ,如果它同时满足 :

①若 j∈J, 规定μj = 0;

②若 j∈N1 ,规定μj∈ (0, 1) ;

③∑
m

j =1

μjm in (λm in (M j ) ,λm in (Hj ) ) > - 1 .其中 ,

N = { 1, 2, ⋯, m } , J = { i∈N :λm in (M i ) ≥ -
1
m

,

λm in (Hi )≥ -
1
m

} , N1 =N \J.

所有允许的 {μi , i∈N }的全体记为珘μ,对珘μ中的

数组 {μi , i∈N }的每一个元指定一个集合与之对应 ,

法则如下 :

1) 若μi = 0,知 - 1≤fi x≤1,则 x∈L i ,由此规定

μi对应 L i;

2) 若μi∈ (0, 1) ,同样有 | fi x | > 1,则 x∈Ω ( P,

γi ) ⁄ L i ,规定μi对应Ω ( P ,γi ) .

引理 [ 7 ]　对于给定的适维矩阵 S1 , S2 , S3 ,不等

式
S1 S

T
2

S2 S3

< 0成立当且仅当存在小参数δ1 > 0,

δ2 > 0,使得不等式 S1 +δ1 I < 0, S3 +δ2 I < 0, S
T
2 S2 <

δ1δ2 I同时成立.

定理　设系统 ( 1 )满足条件 T1 ,若存在δ1 > 0,

δ2 > 0,使得下面的不等式成立

1)
P1 -δ2 I A

T
1 P

PA1 P
> 0;

2)
δ1δ2 I PA1

A
T
1 P I

> 0;
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3) - P1 +δ1 I < 0;

4) (A +B F ) T
PA1A

T
1 P (A +B F ) - PA1A

T
1 P < - I,

那么 ,当λm in (M i ) ≥ - 1
m

,λm in (Hi ) ≥ - 1
m

, i∈N

时 ,则系统 (3)是全局渐近稳定的 ;否则 ,存在 N 1 <

N ,定义 Γμ = ∩
i∈J

L i ∪ ∩i∈N 1

Ω ( P,γi ) , 则 Γ3

=∪
μ∈珘μ
Γμ是系统 (3)的吸引域.

证明 :选取 Lyapunov函数为 V ( x) = x
T ( k) ×

Px ( k) +∑
k - 1

s = k - h

x
T ( s) P1 x ( s) ,其中 P为方程 (2)的解矩

阵. 于是 , V ( x)沿系统 (3)的全差分为

ΔV ( x ( k) ) = V ( x ( k + 1) ) - V ( x ( k) ) =

{ (A + B F - ∑
m

i =1

μi ( x ( k) ) ×

bi fi ) x ( k) + A1 x ( k - h) }
T ×

P { (A + B F - ∑
m

i =1

μi (x (k) ) ×

bi fi ) x (k) +A1 x (k - h) } -

x
T ( k) P x ( k) + x

T ( k) P1 x ( k) -

x
T ( k - h) P1 x ( k - h) =

x(k)

x(k - h)

T Φ1 Φ
T
2

Φ2 Φ3

x(k)

x(k - h)

由引理 ,
Φ1 Φ

T
2

Φ2 Φ3

< 0当且仅当存在小参数

δ1 > 0,δ2 > 0,使得下式成立

(A + B F - ∑
m

i =1

μi ( x ( k) ) bi fi ) T
P (A + B F -

∑
m

i =1

μi ( x ( k) ) bi fi ) - P + P1 +δ1 I < 0

(8)

A
T
1 PA1 - P1 +δ2 I < 0 (9)

(A +B F - ∑
m

i =1

μi (x (k) ) bi fi ) T
PA1A

T
1 P (A +B F -

∑
m

i =1

μi ( x ( k) ) bi fi ) <δ1δ2 I (10)

于是 , ①当λm in (M i )≥
- 1
m

,λm in (Hi ) ≥
- 1
m

, i∈

N时 ,对任意的μj∈[ 0, 1) ,

I +∑
m

i =1

μi ( x ( k) )M i > 0 (11)

I +∑
m

i =1

μi ( x ( k) ) Hi > 0 (12)

　　由 Schur补 ,条件 2) , 3) , 4) ,则式 (8) - (10)成

立 ;条件①保证 ( b)成立. 所以 ,对任意的 x ( k ) ∈

Rn
,有ΔV ( x ( k ) ) < 0,即系统 ( 3 )是全局渐近稳定

的 ; ②若存在 N 1 < N ,当 i∈N 1 时 ,有 λm in (M i ) ,

λm in (Hi )不能同时保证都大于等于 - 1
m

,易证Γ3是

系统 (3)的吸引域.

113　算法

1)选择 F≠0使得 A +B F是渐近稳定的 ;

2)对于给定的对称正定矩阵 P1 ,由式 ( 2 )求得

对称正定矩阵 P;

3)验证约束 ( 4)是否成立.若成立 ,转到 4 ) ,否

则转到 2) ;

4)寻找δ1 > 0,δ2 > 0,使得约束 ( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 )

成立

5)计算 Ei , M i , Gi , Hi ,λm in (M i )和λm in ( Hi ) , i =

1, 2, ⋯, m;

6)当λm in (M i ) ≥ - 1
m

,λm in ( Hi ) ≥ - 1
m

, i = 1, 2,

⋯, m时 ,系统 ( 3 )是全局渐近稳定的 ,否则估算其

吸引域 ,转到 7) ;

7)确定 J , N \J , 允许数组珘μ,并任取μ∈珘μ,计

算 L i ,计算Ω ( P ,γi ) ;

8)计算 ∩
i∈J

L i ∪ ∩i∈Ν \J
Ω ( P,γi ) =Γμ ,则

Γ3为系统的吸引域.

114　仿真算例

考虑由系统 (1)描述的系统 ,其中

A =
0158 - 0145

0155 　1155
, A1 =

0115 0

0 0115
,

B =
011 017

015 013
,

取 F =
- 01509 0 - 11450 3

- 01561 3 - 01432 6
,对矩阵 P1 =

8

10
,

解 Lyapunov方程 (2)得 P =
91763 5 11647 8

11647 8 321528 3
. 经验

证 ,存在δ1 = 4,δ2 = 6,使得定理中的矩阵不等式均成

立.可求得它的部分吸引域为

Ω = (Ω ( P, r1 )∩Ω ( P, r2 ) )∪ (Ω ( P, r3 )∩

Ω ( P, r4 ) )

其中 , r1 = 121109 2, r2 = 341476 9, r3 = 121357 6, r4 =

301943 2.

下面给出算例的仿真结果.图 1给出了算例在
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. . . .

允许控制下所对应的系统吸引域Ω ( P, 121109 2)∪

Ω ( P, 121357 6) .

图 1　系统吸引域

2　结　语

本文研究了多输入离散时滞线性系统的稳定

性 ,并给出了检验闭环系统是全局渐近稳定还是局

部渐近稳定的判据.本文的系统是确定的 ,以后可以

考虑不确定离散时滞线性系统.
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